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PHÁT TRIỂN ĐỀ THI THAM KHẢO TỐT NGHIỆP THPT NĂM 2023 
Từ câu 41 đến câu 45 

 

Câu 1. Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để hàm số 3 21 2023
3

y x x mx     có hai điểm cực 

trị thuộc khoảng  4;3 ? 
A. 5 . B. 4 . C. 3 . D. 2 . 

Lời giải: 

Ta có: 2' 2y x x m   . Xét phương trình  2' 0 2 0 1y x x m     . 

Để hàm số có hai điểm cực trị thuộc khoảng  4;3  thì phương trình  1  phải có 2 nghiệm phân 

biệt thuộc khoảng  4;3  

Ta có:   21 2m x x   . 

Xét hàm số   2 2g x x x   có  ' 2 2g x x  . Cho  ' 0 2 2 0 1g x x x      . 

Bảng biến thiên của  g x  

 

Dựa vào bảng biến thiên ta thấy, phương trình  1  có 2 nghiệm phân biệt thuộc khoảng  4;3  
khi 1 3m   . 
Do  0;1;2m m   . 
Vậy có 3 giá trị nguyên của tham số m  thỏa yêu cầu đề bài. 

Câu 2. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  sao cho đồ thị hàm số 4 2 42 2y x mx m m     có ba 
điểm cực trị đều thuộc các trục toạ độ 

A. 2m  . B. 3m  . C. 1
2

m  . D. 1m . 

Lời giải: 

Ta có  234 4 4y x mx x x m     . 

Xét  2
2

0
0 4 0

x
y x x m

x m


       
. 

Để đồ thị hàm số đã cho có 3 điểm cực trị thì 0m  . 

Khi đó toạ độ các điểm cực trị là      4 4 2 4 20;2 , ; 2 , ;2A m m B m m m m C m m m m     

. 
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Ta có A Oy . Để ,B C Ox  thì 4 2
3

0 0
2 0

12 1 0
m m

m m m
mm m

  
         

. 

Do 0m   nên ta được 1m . 

Câu 3. Gọi 0m  là giá trị để đồ thị hàm số 3 23 (2 1) 3y mx mx m x m      có 2 điểm cực trị A và B

sao cho khoảng cách từ 1 15;
2 4

I  
 
 

để AB là lớn nhất. Chọn khẳng định đúng 

A. 0 1m  . B. 0 (1,3)m  . C. 0 (2;4)m  . D. 0 ( 1;1)m   . 
Lời giải: 

Ta có 23 6 2 1y mx mx m      
Hàm số có 2 cực trị 2:3 6 2 1 0PT mx mx m     có 2 nghiệm phân biệt 

2 2

0 0
( ;0) (1; )

9 3 (2 1) 0 3 3 0
m m

m
m m m m m
  

       
     

 

Khi đó đường thẳng đi qua 2 điểm cực trị ,A B là: 
2 2 10( ) (2 2 ) 3 10 0
3 3 3 3
m my x m x y m            

Đường thẳng AB luôn đi qua điểm 1 ;3
2

E   
 

nên ( ; )d I AB IE  

Dấu = xảy ra EI AB   

Mà 31;
4

EI    
 


nên 

2 2 3 3( )31
4

mEI AB m tm 
     . 

Câu 4. Cho hàm số  f x  có đạo hàm liên tục trên  . Đồ thị của hàm số  5 2y f x   như hình vẽ. 

Có bao nhiêu giá trị thực của tham số m  thuộc khoảng  9;9  thoả mãn 2m  và hàm số 

 3 12 4 1
2

y f x m     có 5 điểm cực trị? 

 
A. 26 . B. 25 . C. 24 . D. 27 .

 Lời giải:
 

Đặt 5 2t x  . Khi  5 2y f x   có 3 điểm cực trị 0, 2, 4x x x    thì  y f t  có 3 điểm 

cực trị 5, 1, 3t t t    và      95 0, 1 , 3 4
4

f f f     . 

Bảng xét dấu  y f t  như sau: 
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Xét        

2 2

3
3 2 3

3 3

3

0 0
4 1 5 112 4 1 24 4 1 0

2 4 1 1 0
14 1 3

x x
x x

g x f x m g x x f x
x x

xx

   
                  

     

 

 y g x   có 3 điểm cực trị. 

Xét phương trình    3 31 12 4 1 0 4 1
2 4 2

mf x m f x        . 

Đặt 34 1 .u x u     

Số nghiệm  3 14 1
4 2

mf x     bằng số nghiệm phương trình     1
4 2

mf u f t   . 

Để  3 12 4 1
2

y f x m     có 5 điểm cực trị thì   1
4 2

mf t    có 2 nghiệm đơn phân biệt 

Suy ra 

1 9 4
4 2 4

1 1714 0 2 24 2

m m

m m

            

. Vì  9;9m   và 2m    nên có 26 giá trị. 

Câu 5. Cho lăng trụ đều .ABC ABC    có cạnh đáy bằng a , góc giữa đường thẳng AB  và mặt phẳng 
( )BCBC   bằng 030 . Tính thể tích khối lăng trụ .ABC A BC   . 

A. 
3

4
a . B. 

36
12
a

. C. 
36

4
a

. D. 
3

4
a . 

Lời giải: 

 
Gọi M  là trung điểm BC  

Ta có ( )
'

AM BC
AM BCC B

AM BB
    

 do đó góc giữa đường thẳng 'AB  và mặt phẳng 

( ' ')BCB C  bằng góc 'AB M  

Xét tam giác AB M có  0' 30AB M  ,  090AMB  , 3
2

aAM   nên 0 3
sin 30
AMAB a    

Suy ra 2 2 2 23 2AA AB AB a a a         
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Suy ra 
2 3

.
3 6. 2.

4 4ABC A B C ABC
a aV AA S a      . 

Câu 6. Cho hình lăng trụ tam giác .ABC A B C    có đáy là tam giác đều cạnh a , góc giữa hai 
mặt phẳng  A BC và  ABC  bằng 60 , AA AB A C    . Tính thể tích của khối lăng trụ 

.ABC A B C   . 

A. 
3 3
8

a . B. 
3 2
8

a . C. 
3 2
6

a . D. 
3 3
5

a .
 

Lời giải:
 

 

Diện tích tam giác đều ABC  là 
2 3
4ABC

aS  . 

Gọi M  là trung điểm của BC  và G  là trọng tâm của tam giác đều ABC . 

Vì AA AB A C     nên  A G ABC  . 

Kết hợp với    A BC ABC BC   , GM BC  suy ra góc giữa  A BC  và  ABC  là
 60A MG   . 

Ta tính được 1 1 3 3
3 3 2 6

a aMG AM     và  3tan 3
6 2

a aA G MG AMG     . 

Vậy thể tích của khối lăng trụ .ABC A B C    là 
3 3.
8ABC

aV S A G  . 

Câu 7. Cho hàm số   4 3 2f x x bx cx dx e      ( , , ,b c d e ) có các giá trị cực trị là 1,4  và 9. Diện 

tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số    
 

f x
g x

f x


  và trục hoành bằng 

A. 4.  B. 6.  C. 2.  D. 8.  
Lời giải: 

+) Gọi 1 2 3x x x   là ba điểm cực trị của hàm số  f x . Ta có bảng biến thiên: 

a
60°

C'

B'

G
M

A

B

C

A'
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+) Phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị hàm số  g x  và trục hoành là: 

   
 

 
   

0   ( 1,2,3)
0

0 (TM)0
i

i

f x x x if x
g x

f xf xf x

            
 

+) Diện tích cần tìm là: 
 
 

 
 

         d d
32

2 3

1 2
1 2

2 1 32 2 4 2 2 6.
xx x x

x xx x

f x f x
S x x f x f x f x f x f x

f x f x

 
         . 

Câu 8. Cho hàm số  y f x  có đồ thị  C  nằm phía trên trục hoành. Hàm số  y f x  thỏa mãn các 

điều kiện  2 . 4y y y     và   1 50 1; .
4 2

f f    
 

 Diện tích hình phẳng giới hạn bởi  C  và 

trục hoành gần nhất với số nào dưới đây? 
A. 0,95. B. 0,96. C. 0,98. D. 0,97. 

Lời giải: 

Ta có       2
. 4f x f x f x        . 4f x f x     

    . 4f x f x dx dx       . 4f x f x x C     

     . 4f x f x dx x C dx         
2

4 .
2
xf x d f x C x B      

 2
22 .

2
f x

x C x B       24 2 .f x x C x B     . 

Giả thiết cho  0 1f   và 1 5
4 2

f    
 

 

1 1
1 5 1
4 2 2

B B
C CB

 
       



   24 2 1f x x x C      

*) Phương trình hoành độ giao điểm của  C  với trục hoành 24 2 1 0x x    . 

1
2

2

1 5
44 2 1 0

1 5
4

x
x x

x

 


     
 




. 

Vì  C  luôn ở phía trên trục hoành nên 

1 5
4

2

1 5
4

4 2 1 0,98S x x dx





     . 
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Câu 9. Cho đường cong   3:C y x . Xét điểm A  có hoành độ dương thuộc đồ thị  C . Tiếp tuyến của 

 C  tại A  tạo với  C  một hình phẳng có diện tích bằng 27 . Hoành độ của điểm A  thuộc 
khoảng nào dưới đây? 

A. 
10;
2

 
 
 

. B. 
1 ;1
2

 
 
 

. C. 
31;
2

 
 
 

. D. 
3 ;2
2

 
 
 

. 

Lời giải: 
Xét      3; , 0  A a a C a  tiếp tuyến tại  2 3 2 3: 3 3 2A y a x a a a x a      
Phương trình hoành độ giao điểm: 

   23 2 3 3 2 33 2 3 2 0 2 0
2

x a
x a x a x a x a x a x a

x a


             
 

   3 2 3 3 2 3 4

2 2

273 2 3 2 27 2 0
4

a a

a a

S x a x a dx x a x a dx a a a
 

             . 

Câu 10. Đường thẳng y m  ( 0 1m  ) cắt đường cong 4 22 1y x x    tại hai điểm thuộc góc phần tư 
thứ nhất của hệ tọa độ Oxy  và chia thành hai hình phẳng có diện tích 1S , 2S  như hình vẽ. 

 
Biết 1 2S S . Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 20;
5

m   
 

. B. 2 1;
5 2

m   
 

. C. 1 3;
2 5

m   
 

. D. 3;1
5

m   
 

. 

Lời giải: 
Phương trình hoành độ giao điểm 4 22 1x x m     22 1 1x m x m       . 
Vậy các giao điểm thuộc thuộc góc phần tư nhất của hệ tọa độ Oxy  có hoành độ bằng 

1x m   và 1x m  . 

Diện tích  
1

4 2
1

0

2 1 d
m

S x x m x


     và  
1

4 2
2

1

2 1 d
m

m

S x x m x




    . 

1 2S S  
     

5

31 2 41 1 1 0
5 3 9

m
m m m m


         . 

Câu 11. Hai parabol 2y x ax  ; 21 1
2 2

y x   cùng với trục tung tạo thành hai hình phẳng có diện tích 

1S , 2S  như hình vẽ bên dưới: 
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Khi 1 2S S  thì a  thuộc khoảng nào dưới đây? 

A. 5 ; 1
4

   
 

. B. 3 5;
2 4

   
 

. C. 7 3;
4 2

   
 

. D. 72;
4

   
 

. 

Lời giải: 
Phương trình hoành độ giao điểm 

2
12 2 2

2
2

11 1 2 1 0
2 2 1

x a a
x ax x x ax

x a a

    
       
    

. 

Ta có: 
1

2
1

0

1 1
2 2

d
x

S x ax x    
  ; 

2

1

2
2

1 1
2 2

d
x

x

S x ax x     
  . 

Do đó 
2

3 2
1 2 2 2

1 1 0
6 2 2

axS S x x      

     3 2
2 2 21 11 1 1 0

6 2 2
aa a a a a a              

2 5 ; 1
43

a        
 

. 

Câu 12. Cho khối lăng trụ đứng .ABC A B C    có đáy ABC  là tam giác vuông cân tại B , AB a . Biết 

khoảng cách từ A  đến mặt phẳng  ABC  bằng 6
3

a , thể tích khối lăng trụ đã cho bằng 

A. 32
6

a . B. 32
2

a . C. 32a . D. 32
4

a .
 

Lời giải:
 

 
Kẻ AH A B , H AB . 

Vì  
BC AB

BC ABB A
BC AA

     
 BC AH  . 

Ta có  ,  BC AH AH AB AH ABC     . Do đó   6, ( )
3

ad A A BC AH   . 



https://hs.edu.vn/   Phát triển đề tham khảo môn Toán năm 2023 của BGD câu 41 đến câu 45 

Xét tam giác vuông AA B  vuông tại A , ta có 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
    

 AH A A AB A A AH AB
 

2 2 2 2

1 9 1 1 2
6 2

A A a
A A a a a

     


.   Vậy 
3

.
1 2. . . 2
2 2ABC A B C ABC

aV S A A a a a       . 

Câu 13. Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABC  là tam giác vuông cân đỉnh ,A 2.AB a  Gọi I  là trung 
điểm của ,BC  hình chiếu vuông góc của đỉnh S  lên mặt phẳng  ABC  là điểm H  thỏa mãn 

2 ,IA IH 
 

 góc giữa SC  và mặt phẳng  ABC  bằng 60 .  Thể tích khối chóp .S ABC  bằng 

A. 
3 5
2

a . B. 
3 5
6

a . C. 
3 15
6

a . D. 
3 15
12

a . 

Lời giải: 

 
21 1. . 2. 2 .

2 2ABCS AB AC a a a       2 ,BC a ,IA a .
2
aIH   

Tam giác HIC  vuông tại I  ta có 
2 2

2 2 2 2 5 5 .
4 4 2
a a aHC HI IC a HC        

  5 15tan . tan . 3 .
2 2

SH a aSCH SH HC SCH
HC

      

Vậy 
3

2
.

1 1 15 15. . . . .
3 3 2 6S ABC ABC

a aV SH S a   . 

Câu 14. Cho khối chóp .S ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật, AB a , SA vuông góc với mặt phẳng 

đáy và SA a . Góc giữa hai mặt phẳng  SBC và  SCD bằng  , với 1cos
3

  . Thể tích của 

khối chóp đã cho bằng 

A. 
3 2
3

a . B. 3 2a . C. 
32 2

3
a . D. 

32
3
a . 

Lời giải: 
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+ Gọi H là trung điểm SB , vì SAB vuông cân tại A  1AH SB  . 

+ Lại có    2
BC AB

BC SAB BC SB
BC SA
      

. 

Từ        31 , 2 AH SBC AH SC    . 

+ Gọi K là hình chiếu của A lên SD , chứng minh tương tự ta có    4AK SDC AK SC    

+ Từ           3 , 4 , ,SBC SDC AH AK    . 

+ Gọi ,M N lần lượt là trung điểm ,SC AD , dễ dàng chứng minh được AHMN  là hình bình hành, 
suy ra //MN AH  
+ Kẻ  // NP AK P SD , vì  //NP AK NP SCD NP MP    . 

+ Ta có     , ,AH AK MN NP MNP    (vì MNP vuông tại P ). 

+ Đặt AD x , dễ thấy 
2 2

.SA AD axAK
SD a x

 
 2 22

axNP
a x

 


. 

+ Xét MNP vuông tại P , ta có  2 21cos
3 2

ax
NP a xMNP
MN a

   2x a  . 

Vậy 
3

2
.

1 1 2. . . 2
3 3 3S ABCD ABCD

aV SA S a a   . 

Câu 15. Cho hình chóp tứ giác đều .S ABCD , O  là giao điểm của AC  và BD . Biết mặt bên của hình 
chóp là tam giác đều và khoảng cách từ O  đến mặt bên là 2a . Tính thể tích khối chóp .S ABCD  
theo a . 
A. 316 3a . B. 38 3a . C. 348 3a . D. 324 3a . 

Lời giải: 

 
Gọi M  là trung điểm của BC . Vì mặt bên là tam giác đều nên BC SM . Mặt khác BC SO  
nên      BC SOM SOM SBC   . 

Gọi H  là hình chiếu của O  lên SM  ta có  OH SBC , do đó   ;d O SBC OH . 

Đặt AB x , ta có SA x , 3 ;
2 2

x xSM OM   ; 
2

2 2 2

2
xSO SM OM   . 

Tam giác SOM  vuông tại O có OH  là đường cao nên 

2 2 2
1 1 1 6 .

6
xOH

OH SO OM
     
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Theo giả thiết   ; 2 d O SBC OH a  nên 6 2 6
12

  
xa x a . 

Từ đó suy ra 22 3; 24 ABCDSO a S a . Thể tích khối chóp là 2 3
.

1 .2 3.24 16 3
3

 S ABCDV a a a . 

Câu 16. Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình chữ nhật với , 2 AB a AD a , cạnh bên SA vuông 

góc với đáy. Khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng  SBD bằng 2
3
a . Tính thể tích khối chóp 

.S ABCD . 

A. 
32

3
a . B. 

3

3
a . C. 

32
9
a . D. 32a . 

Lời giải: 

 

Trong  ABCD , kẻ  , AE BD E BD . 

Kẻ  , AH SE H SE . 

Ta có:   .


    

BD SA
BD SAE BD AH

BD AE
 

    , .   AH SBD d A SBD AH  

Xét tam giác ABD  vuông tại A , ta có: 
2 2

. 2 .
5

 


AB AD aAE
AB AD

 

Xét tam giác SAE  vuông tại A  ta có: 
2 2 2 2

2 2.
. 3 5 .

4 4
5 9

  




a a
AH AEAS a
AE AH a a

 

Vậy 
3

.
1 2. . .
3 3

 S ABCD
aV AB AD SA  

Câu 17. Cho hình chóp .S ABC  có  SA ABC , tam giác ABC  vuông tại A , 3 ,BC a AB a  . Góc 

giữa mặt phẳng  SBC  và  ABC  bằng 45 . Tính thể tích khối chóp .S ABC  theo a . 

A. 
3

.
4
9S ABC
aV  .            B. 

3

.
2

6S ABC
aV  .            C. 

3

.
2

2S ABC
aV  .            D. 

3

.
2
9S ABC
aV  . 

Lời giải: 
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Gọi I  là hình chiếu vuông góc của A  lên BC AI BC  . 

Mà BC SA  (Vì    ,SA ABC BC ABC  ). Suy ra  BC SAI , suy ra .BC SI  

Ta có 
   

   
,

,

SBC ABC BC
AI BC SI BC
AI ABC SI SBC

 


 
  

        0, , 45 .SBC ABC SI AI SIA     

Xét tam giác ABC  có  22 2 2 2 23 8 2 2AC BC AB a a a AC a       . 

Xét tam giác ABC  có 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 9 2 2
8 8 3

aAI
AI AB AC a a a

       . 

Xét tam giác SAI vuông tại A , có  045SIA   nên là tam giác vuông cân. 

Suy ra 2 2
3
aAI SA  . 

3
.

1 1 1 2 2 4. . . . .2 2 .
3 3 2 3 9S ABC ABCV S SA a a a a   (đvtt). 

Câu 18. Cho khối chóp đều .S ABCD  có cạnh đáy là a , các mặt bên tạo với đáy một góc 60 . Tính thể 
tích khối chóp đó. 

A. 
3 3
2

a
. B. 

3 3
12
a

. C. 
3 3
6

a
. D. 

3 3
3

a
. 

Lời giải: 
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Gọi O  là giao điểm của AC  và BD , gọi M  là trung điểm BC . Góc giữa mặt bên  SBC  và 

mặt phẳng  ABCD  là góc  60SMO   . 

Xét SOM  có 
2
aOM  ,  60SMO    thì  3.tan . 3

2 2
a aSO OM SMO   . 

Nên 
3

.
1 3. .
3 6S ABCD ABCD

aV SO S  (đvtt). 

Câu 19. Cho lăng trụ đều .ABC A B C    có cạnh đáy bằng 2a , đường thẳng AB  tạo với mặt phẳng 
 BCC B   một góc o30 . Thể tích khối lăng trụ đã cho bằng 

A. 32 6a . B. 36a . C. 32a . D. 36a . 
Lời giải: 

 
Gọi M  là trung điểm của BC  

Ta có  
AM BC

AM BCC B
AM BB

    
 

BM  là hình chiếu của AB  trên mặt phẳng  BCC B  . 

Do đó góc giữa AB  và mặt phẳng  BCC B   bằng góc giữa AB  và B M  và bằng  o30MAB   

Tam giác AB M  vuông tại M  nên o 2 3
sin 30
AMAB a   . 

Tam giác AA B vuông tại A  nên 2 2 2 212 4 2 2AA AB AB a a a      . 

Thể tích khối lăng trụ .ABC A BC    là 2 3. 2 2 . 3 2 6ABCV AA S a a a   . 

Câu 20. Cho hình hộp chữ nhật .ABCD A BCD     có , 3AB a AD a  , góc giữa hai mặt phẳng  ABC  

và  ABCD  bằng o60 . Thể tích khối lăng trụ .ABC A B C    bằng 

A. 
33 3

2
a . B. 33 3a . C. 

39 3
2
a . D. 39 3a . 

Lời giải: 
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Ta có 

   
 
   
   

      o, 60

ABC ABCD AB

ADD A AB
ABC ABCD C BC

BCC B ABCD BC

BCC B ABC BC

  


      
   

     

. 

Tam giác CBC  vuông tại C  nên . tan 3 3CC BC C BC a   . 

Thể tích khối lăng trụ .ABC A BC   là 
31 9 3. 3 3 . .3

2 2ABC
aV CC S a a a   . 

Câu 21. Cho hình lăng trụ .ABC ABC    có 3 , 4AB a AC a  .  090A BA CA C    . Biết khoảng cách từ 

tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp .A ABC  đến mặt phẳng  ABC  bằng 5 3
2

a , góc giữa AA  và 

 A B C    bằng 060 . Tính thể tích lăng trụ . .ABC ABC    

A. 330 3a . B. 310 3a . C. 35 3a . D. 315 3a . 
Lời giải: 

 

Ta có:   090A BA A CA     Điểm I  trung điểm AA  là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp 
.A ABC . Gọi H  là hình chiếu của I  trên mặt phẳng  ABC  suy ra H  là tâm đường tròn ngoại 

tiếp tam giác ABC  và K  là điểm đối xứng của A  qua H   AK  là đường kính đường tròn 
ngoại tiếp tam giác ABC . 

Mặt khác:
 

 
//

IH ABC
IH A K





 A K ABC  . 
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Mà 5 3
2

IH a  ' 5 3A K a  . 

Và      , ,AA A B C AA ABC      A AK   060A AK   

Xét tam giác 'A AK  có tan
AKAK
A AK





 0

5 3 5
tan 60
a a  . 

Xét tam giác ABC . Áp dụng định lý sin ta có: 

sin sin sin
BC AC AB
A B C
   2 5R a   

4sin
5
3sin
5

B

C

  
 


 

4sin cos
5

B C    (vì   04cos 180
5

C B C        không tồn tại tam giác ABC ). 

ABC  vuông tại A . 

Thể tích lăng trụ: 31 .3 .4 .5 3 30 3
2

V a a a a  . 

Câu 22. Cho hình lăng trụ .ABC ABC    có đáy .S ABCD  là tam giác vuông tại A , AB a , 3AC a . 
Hình chiếu vuông góc của đỉnh A  lên  ABC  trùng với tâm của đường tròn ngoại tiếp của tam 
giác ABC . Trên cạnh AC  lấy điểm M  sao cho 2CM MA . Biết khoảng cách giữa hai đường 

thẳng A M  và BC  bằng 
2
a . Tính thể tích V của khối lăng trụ đã cho. 

A. 
3 3
2

aV  . B. 3V a . C. 
33

2
aV  . D. 

32 3
3

aV  . 

Lời giải: 

 
Kẻ //MN BC , N AB . HK MN , HI A K . 



https://hs.edu.vn/   Phát triển đề tham khảo môn Toán năm 2023 của BGD câu 41 đến câu 45 

       ; ; ;
2
ad AM BC d BC AMN d H AMN HI HI       . 

Kẻ //AT HK , AT MN P 
2
3

HK PT AT    

Tam giác ABC  vuông tại A 2 2 2 2

1 1 1 4 2
3 3 3

aHK AT
AT AB AC a

       . 

Tam giác A HK  vuông tại H 2 2 2 2 2 2

1 1 1 4 3 1 A H a
AH HI HK a a a

       


. 

Vậy thể tích khối lăng trụ đã cho là: 
31 3. . . . 3

2 2ABC
aV A H S a a a   . 

Câu 23. Cho lăng trụ .ABC A B C    có đáy là tam giác đều cạnh 2a . Hình chiếu vuông góc của điểm A  
lên mặt phẳng  ABC  trùng với trọng tâm tam giác ABC . Biết thể tích của khối lăng trụ là 

32 . 3a . Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng AA  và BC . 

A. 4
3
a . B. 8

3
a . C. 3

2
a . D. 3a . 

Lời giải: 

 
Gọi H  là trọng tâm của ABC , M  là trung điểm BC . 

Kẻ MI AA  tại I . 

Kẻ HK AA  tại K . 

Ta có  A H ABC A H BC     mà BC AM  

 BC A AM BC MI    . 

Suy ra MI  là đoạn vuông góc chung của AA  và BC . 

2 .3 2ABC A B C
ABC

ABC

VS a A H a
S

       

2 2 3
3 3

aAH AM  2 2 2 2 2 2

1 1 1 3 1 1
4 4

HK a
HK AH A H a a a

       


 

  3 3,
2 2

ad AA BC MI HK    . 

A

B

C

CA

B

H M

I
K
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Câu 24. Cho hình chóp tứ giác .S ABCD  có đáy là hình thoi,  60BAD   , cạnh đáy bằng a , thể tích bằng 
3 2
4

a . Biết hình chiếu của đỉnh S  lên mặt phẳng đáy trùng với giao điểm hai đường chéo của 

hình thoi (tham khảo hình vẽ). Khoảng cách từ C  đến mặt phẳng  SAB bằng 

 

A. 
4
a . B. 

6
3

a
. C. 

3
a . D. 

6
2

a
. 

Lời giải: 

 

2ABCD ABDS S . sinAB AD A
2 3
2

a
 . Độ dài đường cao 

3

ABCD

VSH
S



3

3

23.
4
3

2

a

a


6
2

a
  

Gọi M  là trung điểm AB , K  là trung điểm của BM  

Ta có DM AB
3

2
aDM  , HK // DM  và 

3
2 4

DM aHK   . 

Ta có  AB SHK     SAB SHK  ,    SAB SHK SK   

Vẽ HN SK  tại N   HN SAB    ,d H SAB HN  . 
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2 2

.HK HSHN
HK HS




6
6

a
 ,      , 2 ,d C SAB d H SAB

62
3

aHN  . 

Câu 25. Cho tứ diện ABCD  có 2,AC AD a BC BD a    , khoảng cách từ điểm B  đến mặt phẳng 

 ACD  bằng 3
3

a  và thể tích tứ diện ABCD  bằng 
3 15
27

a . Góc giữa hai mặt phẳng  ACD  và 

 BCD  bằng 
A. 90 . B. 45 . C. 30 . D. 60 . 

Lời giải: 

 
Gọi M  là trung điểm của CD . 

Xét tam giác ACD  cân tại A  và tam giác BCD  cân tại B  nên ( )
AM CD

CD ABM
BM CD


  

.

     ,ACD BCD AMB . 

Kẻ BH  vuông góc với AM  tại H BH AM  . 

Mà ( ) ( )CD ABM CD BH BH ACD     . 

Suy ra .
3
1

ABCD ACDV BH S  với 3( , ( ))
3

aBH d B ACD  . 
23 5
3ACD

V aS
BH

   . 

Đặt 2CD x . 

Suy ra 
2

2 2 2 2 2 21 52 . 2
2 3ACD

aAM AC MC a x S AM CD x a x         .

2 22 6
33 3

a a ax CD BM BC CM        . 

Xét tam giác BMH  vuông tại H  có  2sin sin
2

BHBMH AMB
BM

   .

     45 , 45AMB ACD BCD     . 

Câu 26. Cho hình chóp tứ giác đều .S ABCD  có chu vi tam giác SAC  bằng 8 . Trong trường hợp thể tích 
của khối chóp .S ABCD  lớn nhất, hãy tính côsin của góc tạo bởi cạnh bên và mặt đáy của hình 
chóp .S ABCD . 

A. 2
3

. B. 1
3

. C. 3
4

. D. 1
4

. 
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Lời giải: 

 
Gọi O  là tâm hình vuông ABCD , đặt SO x  và OC y . 
Chu vi tam giác SAC  bằng là 

2 22 2 2 8C SA AC x y y      2 2 4x y y    2 2 4x y y   

 
2

22 2 164
8
xx y y y 

      . 

Thể tích của khối chóp .S ABCD  

 
222

2 21 1 2 2 2 16. . . 2 . . . .
3 3 3 3 3 8ABCD

xV SO S x y xy xy x
 

      
 

. 

Ta có    21 4 4 5 16
96

V x x x     . 

40
5

V x    . 

Vậy maxV  khi 4
5

x   và 8
5

y  . 

Khi đó    
2 2

8
25cos ; cos
34 8

55

OASA ABCD SAO
OS

   
         

. 

Câu 27. Cho hàm số ( )y f x  có đạo hàm liên tục trên   và thỏa mãn 
3( ) ( ) 4 4 2,f x xf x x x x      . Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường ( )y f x  và 

( )y f x  bằng 

A. 5
2

. B. 4
3

. C. 1
2

. D. 1
4

. 

Lời giải: 

Ta có: 3( ) . ( ) 4 4 2f x x f x x x    3( ) ( ) . ( ) 4 4 2x f x x f x x x        

3[ . ( )] 4 4 2x f x x x    4 2. ( ) 2 2x f x x x x C    
4 22 2( ) x x x Cf x

x
  

   

Vì do  f x  liên tục trên   nên 0C  . Do đó 3( ) 2 2f x x x   2( ) 3 2f x x    

Xét phương trình hoành độ giao điểm của ( )y f x  và ( )y f x , ta có: 
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3 2

0
2 2 3 2 1

2

x
x x x x

x


     
 

. Vậy diện tích phẳng giới hạn bởi các đường ( )y f x  và 

( )y f x  là: 
2

0

1( ) ( ) d
2

S f x f x x   . 

Câu 28. Cho hàm số  f x  liên tục trên   và thỏa mãn   cos 2sin
cos 1

xf x x
x

 


. Khi đó  
0

df x x

  bằng 

A. 0. B. 1. C. 2. D. 3. 
Lời giải: 

Ta có    cos 1 sin cos 2x f x x x   . 

Lấy tích phân hai vế từ 0  tới  , suy ra 

   
0 0

cos 1 sin d cos2 d 0x f x x x x x
 

     . 

Đặt sint x x  , đổi cận 0 0;x t x t         và  d cos 1 dt x x  . Do đó 

   
0 0

d d 0f t t f x x
  

    . 

Câu 29. Cho hàm số  f x  có đạo hàm liên tục trên 0;
2
 

  
 thỏa mãn  

2
2

0

' dx
4

f x




    

 
2

0

cos . ; 0
4 2

x f x dx f



    
  . Khi đó  

2

0

f x dx



  bằng 

A. 0 . B. 1. C. 
2
 . D. 

2


 . 

Lời giải: 

Ta có:            
2 2 2 2

2
0

0 0 0 0

cos . dx d sin .sin sin . ' dx sin . ' dxx f x f x x f x x x f x x f x

   


         

 
2

0

sin . ' dx
4

x f x




    

Mặt khác: 

     

 

2 2 2 2
2 2 2

0 0 0 0

2 2

0 0

' sin dx ' 2 sin . ' dx sin dx

1 1 12. 1 cos 2 dx sin 2 0
4 4 2 4 2 2

f x x f x x f x x

x x x

   

 

  

         

          
 

   



 

Suy ra:      ' sin 0 ' sin cosf x x f x x f x x C         
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Do  
2 2

0 0

0 0 dx cos dx 1
2

f C I f x x

 

         
    . 

Câu 30. Cho hàm số  f x  thỏa mãn các điều kiện  1 2f  ,   0, 0f x x    và 

       2 22 21 ' 1x f x f x x      với mọi 0x  . Giá trị của  2f  bằng 

A. 2
5

. B. 2
5

 . C. 5
2

 . D. 5
2

. 

Lời giải: 

Ta có          
   

 
22 22 2

2 22

' 11 ' 1 1;2 (*)
1

f x xx f x f x x x
f x x


        

   
 

Lấy tích phân 2 vế trên  1;2  ta được 

 
     

2 2 22 2

2 2 22
1 1 1

112' 1 1d d d
1 11

f x x xx x x
f xf x x x

x


   

      
 

    

     

2

2
1

1d 21 1 1 1 1
1 12 1 2 21

x
x

f f f xx xx

  
         

         

  

   1 1 2 1 52
2 2 5 2 2

f
f

        . 

Câu 31. Cho hàm số  f x  thỏa mãn      2 3' . '' 4 2f x f x f x x x      với mọi x  và  0 0f  . 

Giá trị của  2 1f  bằng 

A. 5
2

. B. 9
2

. C. 16
15

. D. 8
15

. 

Lời giải: 

Ta có:          2
' . '' . ' 'f x f x f x f x f x        . Từ giả thiết ta có:     3. ' ' 4 2f x f x x x     

Suy ra:      3 4 2. ' 4 2f x f x x x dx x x C     . Với  0 0 0f C    

Nên ta có:     4 2. 'f x f x x x   

Suy ra:          
121 1

4 2 2

0 0 0

8 16. ' 1
2 15 15

f x
f x f x dx x x dx f       . 

Câu 32. Cho hàm số  f x có đạo hàm liên tục trên đoạn  0;1 ;  f x  và  f x  nhận giá trị dương trên 

đoạn  0;1  và thỏa mãn   2f x  ,        
1 1

2

0 0

1 d 2 df x f x x f x f x x      . Khi đó 

 
1

3

0

dI f x x     bằng 
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A. 15
4

I  . B. 15
2

I  . C. 17
2

I  . D. 19
2

I  . 

Lời giải: 

Ta có        
1 1

2

0 0

1 2d df x f x x f x f x x       

       
1

2

0

2 1 0df x f x f x f x x        

   
1 2

0

1 0f x f x x     d  

    1f x f x   

   2 1f x f x   

   2f x f x x x  d d  

 3

3
f x

x C   . 

Mà   80 2
3

f C   . 

Do đó ta có:  3 3 8f x x  . 

Vậy    
1 1

3

0 0

193 8
2

I f x x x x      d d . 

Câu 33. Cho hàm số  f x  có đạo hàm không âm trên đoạn  0; 1 , thỏa mãn   0f x  với  0;1x   và 

       4 2 32. . 1 1f x f x x f x             . Biết  0 2f  , hãy chọn khẳng định đúng trong các 
khẳng định sau? 

A.  3 1 2
2

f  . B.  5 1 3
2

f  . 

C.   52 1
2

f  . D.   73 1
2

f  . 

Lời giải: 

 f x  có đạo hàm không âm trên đoạn  0; 1 , thỏa mãn   0f x  với  0;1x   và 

       4 2 32. . 1 1             f x f x x f x  

     

   
 

2 32

2

3 2

. . 1 1

3 . 3
2 12 1

         

   
   

f x f x x f x

f x f x

xf x

 

Lấy tích phân từ 0đến 1 cả hai vế ta được: 
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   

 

21 1

3 2
0 0

3 . 3d d
2 12 1

   
   

 
f x f x

x x
xf x

 

   
     

11
3 2

0 0

3 3

31 ln 1
2

31 1 1 0 ln 1 2
2

f x x x

f f

      

           

 

   
2

3
31 ln 1 2 3 1 2,605
2

f        
 

. 

Câu 34. Cho hàm số ( )f x  liên tục trên khoảng (0; )  thỏa mãn 
1

0

( )( )  dx
t

f tf x e t
e

    với  0;x  

. Biết  1 ln 2023f a be   , với ;a b . Khi đó a b  có giá trị là 
A. 2023. B. 2025 . C. 2024 . D. 2026 . 

Lời giải: 

Đặt 
1

0

( )  dt
f tT t
e

  . Ta có ( ) xf x e T  . 

Khi đó    
1 1 1 1

00 0
 d  . d 1 . 01 .

t
t t

tT t t t Te T Te T e e
e

T   
          

Suy ra T e , và ( ) xf x e e  . 

Vậy   1 ln 20231 ln 2023 2023 2024f e e e e e      . Do đó 0; 2024 2024.a b a b     . 

Câu 35. Cho hàm số ( )f x  liên tục trên khoảng (0; )  và thoả mãn 

 
 2 2 1( 1) .ln 1

24

f x xf x x
xx x


     với mọi (0; )x   

Biết 
17

1

( ) ln 5 2 lnf x dx a b c   với , ,a b c . Giá trị của 2a b c  bằng 

A. 7. B. 29
2

. C. 5. D. 19
2

. 

Lời giải: 

Ta có:
 

 
 

 2 22 1( 1) .ln 1 2 . ( 1) (2 1).ln 1 (1)
24 2

f x f xxf x x x f x x x
xx x x


           

Lấy tích phân cận từ 0 đến 4 hai vế của (1) ta được 

 
 

   

 

4 4 4
2

0 0 0
4 4 4

2 2

0 0 0
17 2 4

1 0 0

2 . ( 1) (2 1).ln 1
2

( 1) ( 1) ( ) (2 1).ln 1

( ) ( ) (2 1).ln 1 (2)

f x
x f x dx dx x x dx

x

f x d x f x d x x x dx

f x dx f x dx x x dx

    

      

    

  

  

  
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Lấy tích phân cận từ 0 đến 1 hai vế của (1) là xong. 

Câu 36. Cho hàm số ( )f x  nghịch biến và có đạo hàm liên tục trên khoảng  0;  thỏa mãn (9) 9f   và 

   2( ) ( ) 4 ( ) , 0;f x xf x f x x     . Nguyên hàm của hàm số ( )f x là: 

A. 4 24 9lnx x x C   . B. 2 12 9lnx x x C   . 

C. 12 9lnx x x C   . D. 12 94 C
xx

   . 

Lời giải: 

Ta có:      2 2
2 ( ) ( ) ( ) ( ) 1( ) ( ) 4 ( ) 1

4 ( ) 4 ( )
f x xf x f x xf x

f x xf x f x
f x xf x x

  
       

   ( )( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1 1 1( )
2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

xf xf x xf x x f x xf x xf x
xf x x xf x x xf x x x

             

1
1( ) 2xf x dx x C
x

    . 

Mà 
 2

1 1

2 3
(9) 9 9. (9) 2 9 3 ( ) 2 3 ( )

x
f f C C xf x x f x

x


            

Vậy 
 2

2

2 3 12 9( ) 4 4 24 9ln
x

f x dx dx dx x x x C
x xx

          
    . 

Câu 37. Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên   thỏa mãn 1(1)
2

f    và  2( ) 2 ( ) ,f x x f x x   

. Khi đó ( )f x  bằng: 

A. 2

2( )
1
xf x

x
 


. B. 2

2( )
1

xf x
x

 


. 

C. 
2 2

2( )
( 1)

xf x
x

 


. D. 2 2

2( )
( 1)

f x
x

 


. 

Lời giải: 

Ta có:  
 

2 2
2

( ) 1 1( ) 2 ( ) 2 2 2 .
( ) ( )( )

f xf x x f x x x xdx x C
f x f xf x

               
 

  

Mà 2 2
2

1 1 1 1(1) 1 1 1 ( )
2 (1) ( ) 1

f C C x f x
f f x x


              


. 

Vậy 2 2 2

1 2( )
1 ( 1)

xf x
x x

      
. 

Câu 38. Trên tập hợp số phức, xét phương trình  2 22 1 0z m z m     (m  là số thực). Có bao nhiêu 
giá trị của m  để phương trình đó có hai nghiệm phân biệt 1 2,z z  thỏa mãn 1 2 2?z z   
A. 1.  B. 4.  C. 2.  D. 3.  

Lời giải: 
Ta có: 2 2m    
TH1: 0 1.m      

Phương trình có hai nghiệm phức, khi đó: 2
1 2 .cz z m

a
    



https://hs.edu.vn/   Phát triển đề tham khảo môn Toán năm 2023 của BGD câu 41 đến câu 45 

Suy ra: 2 1
2 2 .

1 ( )
m

m
m l


    
 

TH2: 0 1.m      
Vì 2. 0a c m   nên phương trình có hai nghiệm phân biệt 1 2. 0z z   hoặc 1 2. 0.z z   

Suy ra: 1 2 1 2

2 ( )
2 2 2 2 2 .

0
m l

z z z z m
m
 

          
 

Vậy có 2  giá trị của m  thỏa yêu cầu bài toán. 
Câu 39. Trên tập hợp các số phức, xét phương trình 2 6 0z z m     1  (m  là tham số thực). Có bao 

nhiêu giá trị nguyên của m  thuộc khoảng  0;20  để phương trình  1  có hai nghiệm phân biệt 

1 2,z z  thỏa mãn 1 1 2 2. .z z z z ? 
A. 20 . B. 11. C. 12. D. 10. 

Lời giải: 

Điều kiện để phương trình  1  có hai nghiệm phân biệt là: . 

Trường hợp 1: 0 9m    . Khi đó phương trình  *  có 2  nghiệm thực phân biệt 1 2,z z  và 

1 1z z , 2 2z z . Nên 1 22 2
1 1 2 2 1 2

1 2

z z
z z z z z z

z z


        

Với 1 2z z , không thoả mãn yêu cầu phương trình  1  có 2 nghiệm phân biệt, nên loại. 

Với 1 2 1 2 0z z z z      không thỏa mãn, do theo Vi-ét, ta có 1 2 6z z  . 

Trường hợp 2: 0 9m    . Khi đó phương trình có hai nghiệm phức phân biệt 1z , 2z  và 

2 1z z , 1 2z z . Yêu cầu 1 1 2 2 1 2 1 2z z z z z z z z    luôn đúng với 9m  . 

Vậy trong khoảng  có 10 số 0m  thoả mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 40. Trên tập hợp các số phức, xét phương trình 2 2 12 0z mz m     (m  là tham số thực). Có bao 
nhiêu giá trị nguyên của m  để phương trình đó có hai nghiệm phân biệt 1z , 2z  thỏa mãn 

1 2 1 22z z z z   ? 
A. 1. B. 2 . C. 3 . D. 4 . 

Lời giải: 

Phương trình đã cho có 2 12m m    . 

Trường hợp 1: 2 4
0 12 0

3
m

m m
m
         

. 

Khi đó, phương trình đã cho có hai nghiệm thực 1z , 2z  phân biệt. 

Do đó, 1 2 1 22z z z z    

   22
1 2 1 22z z z z     

 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 22 2 2z z z z z z z z       

   2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 2 2 4z z z z z z z z z z          

9 0 9m m     

 0;20
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 2
1 2 1 2 1 26 2 0z z z z z z      

   24 6 12 2 12 0m m m          

Nếu 4m    hoặc 3 12m   thì    2 2 6
4 8 12 0 2 24 0

4
m

m m m m
m
 

            
. 

Nếu 12m   thì    2 24 4 12 0 12 0m m m m           (không thỏa mãn). 

Trường hợp 2: 20 12 0 4 3m m m          . 

Khi đó, phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt 1z , 2z  là hai số phức liên hợp: 

2 12m i m m      và 2 12m i m m     . 

Do đó, 1 2 1 22z z z z    

 2 2 22 12 2 12m m m m m          

212 12m m m        

0m   (thỏa mãn). 

Vậy có 3  giá trị nguyên của tham số m  thỏa mãn đề bài. 

Câu 41. Trên tập hợp số phức, xét phương trình  2 22 1 1 0    z m z m  (m  là số thực). Có bao nhiêu 
giá trị của m  để phương trình đó có hai nghiệm phân biệt 1 2,z z  thỏa mãn 1 2 4? z z  
A. 1.  B. 4.  C. 2.  D. 3.  

Lời giải: 

Ta có: 2  m  
TH1: 0 0   m . 
Phương trình có hai nghiệm phức 1,2 1 2   z m i m . 

Ta có 1 2z z , do đó 1 2 14 2   z z z    
 

2 2 3
1 2 4 3

3

 
       

 

m l
m m m

m tm . 

TH2: 0 0   m  
Phương trình có hai nghiệm thực phân biệt 1 2,z z . 
Ta có   2

1 2 1 22 1 0; 1 0, 0        z z m z z m m .Suy ra: 1 20, 0 z z . 
Khi đó    1 2 1 24 4 2 1 4 1         z z z z m m tm . 
Vậy có 2  giá trị của m  thỏa yêu cầu bài toán. 

Câu 42. Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số mđể trên tập số phức, phương trình 
2 22 2 0z mz m m      có hai nghiệm 1 2,  z z  thoả mãn 1 2+  2 10z z  . 

A. 1.  B. 4.  C. 2.  D. 3.  
Lời giải: 

Ta có  2 2 2 2      m m m m . 
TH1: Nếu 0 2m      thì phương trình có hai nghiệm thực phân biệt 1 2,  z z  

1 2
2

1 2

 2
. 2

z z m
z z m m
  


  

. 
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Ta có:  2
1 2 1 2 1 2 1 2+  2 10 + 2 2 40z z z z z z z z      

 2 2 24 2 2 2 2 40m m m m m         
2 22 18m m m m       

2 2

2 2

2

2 18
2 18

18 0

m m m m
m m m m

m m

     


      


    
2

2

10
8

18 0

m
m

m m

 
 
     

10m   . 

Kết hợp điều kiện suy ra 10m  . 

TH2: Nếu 0 2m      thì phương trình có hai nghiệm phức phân biệt 1,2 2z m i m    

thoả mãn 1 2=  z z  suy ra    22
1 2=  10 2 10z z m m      

2 4
12 0

3
m

m m
m


       
 

Kết hợp điều kiện thì 3m   . 
Vậy có 1 giá trị nguyên của m  thoả mãn đầu bài. 

Câu 43. Có bao nhiêu số nguyên a  để phương trình  2 23 0z a z a a     có 2 nghiệm phức 1 2,z z  

thỏa mãn 1 2 1 2z z z z   ? 
A. 4. B. 2. C. 1. D. 3. 

Lời giải: 
Ta có 23 10 9a a     . 

+ TH1: 0  , phương trình có 2 nghiệm 1,2
3
2

az   
 , khi đó 

 2 2
1 2 1 2

0
3 3 4 4 0

1
a

z z z z a a a a
a


                
. Thỏa mãn điều 

kiện 0  . 

+ TH2: 0  , phương trình có 2 nghiệm 1,2
3

2
a iz   

 , khi đó 

 2 2
1 2 1 2

1
3 3 2 16 18 0

9
a

z z z z a i a a a
a


                  
. Thỏa 

mãn điều kiện 0  . 
Vậy có 4 giá trị của a  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 44. Cho phương trình    3 21 1 1 0z m z m mi z mi         trong đó z , m  là tham số thực. 
Số giá trị của tham số m  để phương trình có 3 nghiệm phức phân biệt sao cho các điểm biểu 
diễn của các nghiệm trên mặt phẳng phức tạo thành một tam giác cân là 
A. 0. B. 1. C. 3. D. 2. 

Lời giải: 
Xét phương trình: 
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   3 21 1 1 0z m z m mi z mi        2

1
1 0

z
z mz mi


     
 

    2 2

11 1
00

                  

zz z
z i

z i z i mz i mz mi
z m i

. 

Đặt  1;0A ,  0;1B ,  ; 1C m   lần lượt là các điểm biểu diễn các nghiệm 1z  , z i , z m i   
trên mặt phẳng phức. 
Ta có:  1;1AB  


,  1; 1AC m  


,  ; 2 BC m


 

2AB  , 2 4BC m  ,  21 1AC m   . 

Ba điểm A , B , C  tạo thành một tam giác khi và chỉ khi AB


 và AC


 không cùng phương hay 
2m  . 

Tam giác ABC  cân 


 
 

AC AB
BC AB
AC BC

 

 

2

2

2 2

1 1 2

4 2

1 1 4

m

m

m m

   
  


   

2 2 0
2 2

m m
m

  
  

0
2

1

m
m
m


 
  

. 

Kết hợp với điều kiện 2m  ta được  0; 1m  . 
Vậy có hai giá trị của m  thỏa mãn đề. 

Câu 45. Cho phương trình 2 0  bz caz , với , , , 0 a b c a  có các nghiệm 1 2,z z  đều không là số 

thực. Giá trị của biểu thức 2 2
1 2 1 2  P zz zz  là 

A. 
2

2

2


b ac
a

P .                 B. 2


cP
a

.                 C. 4


cP
a

.                  D. 
2

2

2 4


b ac
a

P . 

Lời giải: 

Cách 1: Tự luận. 

Ta có phương trình 2 0  bz caz  có các nghiệm 1 2,z z  đều không là số thực, do đó 
2 4 0   b ac . Ta có  2 24  i ac b . 

* 

2

1

2

2

4
2
4

2

   





   

b i ac bz
a

b i ac bz
a

 

Khi đó: 

2
2

1 2 2 2 2
1 2 1 22

2
1 2 2

4
4


   




 
  

 


z
cP z z
aa

b

b

z
a z
cz
a

z
z

. Vậy 4


cP
a

. 

Cách 2: Trắc nghệm. 

Cho 1, 0, 1  a b c , ta có phương trình 2 1 0 z  có 2 nghệm phức là 1 2,  z i z i . Khi đó 
2 2

1 2 1 2 4   zz zP z . 

Thế 1, 0, 1  a b c  lên các đáp án, ta thấy chỉ có đáp án C cho kết quả giống. 
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Câu 46. Gọi S  là tổng các giá trị thực của m  để phương trình 29 6 1 0   z z m  có nghiệm phức thỏa 
mãn 1z . Tính S . 
A. 20 . B. 12 . C. 14 . D. 8 . 

Lời giải: 
29 6 1 0   z z m   * . 

Trường hợp 1:  *  có nghiệm thực  0 9 9 1 0 0        m m . 

1
1

1


    

z
z

z
. 

Với 1 16  z m  (thỏa mãn). 

Với 1 4   z m  (thỏa mãn). 

Trường hợp 2:  *  có nghiệm phức  0  z a bi b   0 9 9 1 0 0        m m . 

Nếu z  là một nghiệm của phương trình 29 6 1 0   z z m  thì z  cũng là một nghiệm của 
phương trình 29 6 1 0   z z m . 

Ta có 2 11 1 .z 1 1 1 8
9


           
c mz z z m
a

 (thỏa mãn). 

Vậy tổng các giá trị thực của m  bằng 12. 

Câu 47. Xét các số thực a  thay đổi thỏa mãn 2a   và 1z , 2z  là các nghiệm phức của phương trình 

2 1 0z az   . Gọi 7 ;2
2

A 
 
 

 và M , N  lần lượt là điểm biểu diễn số phức 1z  và 2z . Giá trị lớn 

nhất của diện tích tam giác AMN  bằng 

A. 7
2

. B. 9 3
4

. C. 15 15
16

. D. 2 3 . 

Lời giải: 
Phương trình 2 1 0z az    có 2 4 0a     (vì 2a  ) nên có hai nghiệm phức liên hợp 

1z b ci  ; 2z b ci   (giả sử 0c  ). 

 

Ta có 1 2

1 2. 1
z z a
z z
 

 
 nên 

2
ab   và      2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 24 4 4z z z z z z a i a        . 

Do đó 2 2
1 2 1 22 4 2 4z z ci i a z z c a         . 

Khi đó   21 7 1.2 7 . 4
2 2 4AMNS b c a a      
 

. 
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Xét     27 4f a a a   , với 2 2a   ; có    2

2
4 7

4
af a a a
a

     


. 

 
2

2

2

70 4
4

a af a a
a

    


, (điều kiện 0a  ) 

2 2 2
4

4 7 2 7 4 0 1
2

a
a a a a a

a


        
  


 

So với điều kiện ta nhận 1
2

a   . Khi đó ta có 

 2 0f   ;  2 0f  ; 1 15 15
2 4

f    
 

. 

Suy ra 
 

 
2;2

1 15 15 1 15 15 15 15max max .
2 4 4 4 16AMNf x f S



       
 

. 

Vậy diện tích lớn nhất của tam giác AMN  là 15 15
16

. 

Câu 48. Có bao nhiêu số nguyên a  để phương trình  2 24 0z a z a a      có hai nghiệm phức 1z , 2z  

thỏa mãn 1 2 1 2z z z z   ? 
A. 3. B. 4. C. 1. D. 2. 

Lời giải: 

   2 24 0 1z a z a a      

Có:    2 2 24 4 3 4 16a a a a a         . 

+) Nếu 0   2 2 13 2 2 13; 2
3 3

a
    

  
 

: Khi đó  1  có hai nghiệm thực 1z , 2z . 

1 2 1 2z z z z   1

2

0
0

z
z


  
2 0a a     0

2
1

a
tm

a


  
. 

+) Nếu 0   2 2 13 2 2 13; ; 3
3 3

a
      

          
   

.Khi đó  1  có hai nghiệm phức 

1z , 2z  là liên hợp của nhau. 

1 2 1 2z z z z        1 2 1 2 1 2 1 2z z z z z z z z      1 2 2 1 0z z z z  
1

2 2
2 0z z  

 2
1 2 1 22 0z z z z       2 24 2 0a a a     2 6 16 0a a       8

3
2

a
tm

a
 

  
. 

Vậy có 4 số nguyên a thỏa mãn. 

Câu 49. Cho số phức  ,z a bi a b    thỏa mãn 1 3 1
1 3
z i

i
 




. Tính giá trị của biểu thức 3 2T a b   

khi biểu thức 2 5 3P z i z i      đạt giá trị nhỏ nhất. 
A. 2. B. 5. C. 3 . D. 2 . 

Lời giải: 

Gọi M  là điểm biểu diễn số phức  ;z a bi M a b   . 
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Theo giả thiết    2 21 3 1 1 3 1 3 1 3 4
1 3
z i z i i a b

i
 

          


 

Khi đó điểm M  luôn thuộc đường tròn tâm  1; 3I   và bán kính 2R  . 

Gọi ,A B  lần lượt là các điểm biểu diễn các số phức 1 2, 5 3z i z i    ta có    0;1 , 5; 3A B  . 

Do đó 2 5 3 2P z i z i MA MB        

 

Lấy điểm E  thuộc đoạn thẳng IB  sao cho 1IE  . 

Ta có  4 4 2; 3IB IB IE E    
 

. 

Mặt khác 2 .IM IE IB IM IB
IE IM

   mà  MIE BIM  

suy ra hai tam giác IME  và IBM  đồng dạng. 

2 2MB IB MB ME
ME IM

       2 2 2 4 5MA MB MA ME AE      . 

Do đó 2P MA MB   có giá trị nhỏ nhất là 4 5  khi M  là giao điểm của đoạn thẳng EA  và 
đường tròn tâm I . 

Đường thẳng EA nhận  2;4EA 


 làm vecto chỉ phương nên có một vecto pháp tuyến là 

 2;1n 


. Mà EA  đi qua điểm  0;1A  nên có phương trình là 2 1 0x y   . 

Giả sử  ;1 2M t t  thuộc đoạn EA  ( 0 2t  ). 

Mặt khác M thuộc đường tròn tâm I nên    2 22 4 1 4 2 4IM t t       

2
1

5 18 13 0 13
5

t
t t

t


    
 


.  Kết hợp với điều kiện 0 2t   ta được  1 1; 1t M   . 

Vậy 1; 1a b    3 2 5T a b    . 
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Câu 50. Trên tập các số phức, xét phương trình 2 8 0z mz m     (m  là tham số thực). Có bao nhiêu giá 
trị nguyên của tham số m  để phương trình có hai nghiệm 1 2,z z  phân biệt thỏa mãn 

   2 2
1 1 2 28z z mz m m z    ? 

A. 12 . B. 6 . C. 5 . D. 11. 

Lời giải: 

Ta có 2 4 32m m     là biệt thức của phương trình. 

TH1: Xét 2 8
0 4 32 0

4
m

m m
m


         
 khi đó phương trình có hai nghiệm thực phân 

biệt. Ta có 2
1 1 8z mz m    suy ra  2 2

1 2 1 2 8 8z mz m z z m m m         do đó 

   2 2
1 1 2 28z z mz m m z      2 2

1 28 8m m z m m z      . 

Nếu 1 2. 0z z   thì 8 0 8m m      không thỏa mãn. Khi đó 
2

1 2

8 0m m
z z

    


 

2

1 2

8 0m m
z z

   
 

 

2 8 0
0

m m
m
   

 


 hệ vô nghiệm. 

TH2: Xét 0 4 8m       khi đó phương trình có hai nghiệm phức phân biệt và 1 2z z , 

ta có    2 2
1 1 2 28z z mz m m z      2 2

1 28 8m m z m m z       

2

1 33
28 0

1 33
2

m
m m

m

 


    
 




. Kết hợp điều kiện ta được  3; 4;5;6;7m  . 

Vậy có tất cả là 5  số nguyên cần tìm. 

Câu 51. Trên tập hợp các số phức, xét phương trình 2 2 3 10 0z mz m     (m là tham số thực). Có bao 
nhiêu giá trị nguyên của m để phương trình đó có hai nghiệm 1 2,z z  không phải số thực thỏa mãn 

1 2 8z z  ? 
A. 1. B. 2 . C. 3. D. 4. 

Lời giải: 

Ta có 2 3 10m m    . 

Phương trình không có nghiệm thực khi 20 3 10 0 2 5(1)m m m          . 

Khi đó phương trình có hai nghiệm phân biệt 2 2
1 23 10. , 3 10.z m m m i z m m m i           

Vậy 1 2 8 2 3 10 8 3 10 4z z m m        3 10 16 2m m     . 

Kết hợp với điều kiện ta có 2 2m   . Vậy có 4 giá trị nguyên của m  thỏa mãn. 


